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Рассматривается задача фильтрации частично наблюдаемой мно­
гомерной последовательности (6*, £*), подчиняющейся ку­
сочно- линейным по ненаблюдаемой компоненте 0< рекуррентным урав­
нениям с аддитивными возмущениями типа белого шума. Для случаев, 
когда уравнение для ненаблюдаемой компоненты не содержит слу­
чайных возмущений либо зависит от 0* кусочно-постоянным образом, 
дается точное решение задачи фильтрации в виде замкнутых рекур­
рентных уравнений для апостериорной плотности вероятности и для 
оптимального в среднеквадратическом смысле фильтра.

1. Введение

Рассмотрим задачу фильтрации частично наблюдаемой (&+/) -мерной 
случайной последовательности (0,,|t), f = 0 ,1 , . . . ,  состоящую в опреде­
лении условной плотности рег\1'(хАуг) распределения вектора 0, при ги­
потезе %г==У\ а также условного математического ожидания A,=Af{0<| 

и условной ковариационной матрицы А,=Л/{ (0,—Af) (0,—Л*)т| 
||<яавУ /• Здесь %*=у* обозначает выполнение совокупности равенств 
(!о=Уо, Ь*=Уп. . . ,  lt=y t), хт -  транспонированный вектор х.

Будем считать, что последовательность (0,, |,), / = 0 ,1 , . . .  — марков­
ская,

(*) Pet+1 iet, е' 1Xh =  Pet+ii0< I Xt)'

(2) PSj+il0t+v I*(У,+11 X<+b yt) =  P^ i |e*+i 1 Xt+l)-

При этих условиях для t= 0 ,1 , . . .  имеет место рекурсивное байесов­
ское соотношение [1]

(3) pe<+1i6*+i(a?*+ii»*+i) =

Pit*iie<+i J P<>t+lie* (x‘+11 *t) Peti5( (*' IV*) dx‘

[числитель] dxu 1

В случае, когда плотности вероятности (1), (2) и pe0\io{̂ o\yo) — гаус­
совские, апостериорная плотность вероятности, вычисленная в силу (3), 
также нормальна, причем параметры Л*, А* удовлетворяют уравнениям 
фильтра Калмана — Бьюси [2].

Получить в замкнутом виде точное решение уравнения (3) в общем 
случае не представляется возможным. Наряду с большим числом публи­
каций, содержащих различные приближенные методы определения апо­
стериорной плотности, а также параметров А<, А*, имеется ряд работ, 
посвященных проблеме точного оценивания в рекуррентной замкнутой 
форме. Так, например, в [3] решена задача фильтрации для систем с ад­
дитивными шумами и нелинейностями кусочно-постоянного типа.

В настоящей работе предпринята попытка найти замкнутый алгоритм 
фильтрации для систем с нелинейностями кусочно-линейного типа, поз­
воляющими более эффективно аппроксимировать нелинейности в реальных 

задачах.
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2. Модификация байесовского рекурсивного соотношения

Пусть Q„ i—1,. . . ,  п — система попарно непересекающихся областей 
/с-мерного евклидового пространства Ек, причем Eh—QiU .. .  UQn.

Дальнейшие рассуждения справедливы и в случае, когда последова­
тельность (0f,£f), /=0 ,1 , . . .  нестационарна, а множества Qt, i = l , . . . , n  
зависят от /. Однако во избежание чрезмерно громоздких обозначений 
там, где аргумент / отражает нестационарность задачи, он будет опущен.

Зададим функции ф xt), ^ t(x£+1, xt), %t(xt, y\ /), i== 1,. . ., n таким 
образом, чтобы

n

РЕ,|в((УПл:' ) = ^ ] / о; (*<)Ф.(У;. *z),
i =1

n

P»t+il0, (*»+1 |*<) =  ̂ / в 4 xt),
i=l

n

(4) Ре<Г4( (X' I y') =  ^  7°i ^ Xi
i=l

Здесь I Q(x) — индикаторная функция.
Тогда (3) можно записать в следующем виде. Для 1/+1= 1 , . . . , л  

(<-0,1,. .. )

(5) yt+1, *+  1) =

Tl
(Ут, Sju)'!’*, x,)zj( (х„ у\ t)dx,

*f=1 Qit

У \ [числительj dxt+x 

°i*+1

Введем термин «ветвь» как последовательность номеров /*=(*0, . . .  
. . . ,  i<), /==0,1,... , каждый из которых может принимать одно из значе­
ний 1 , . . . ,  п. Для каждой ветви зададим (к+l) -мерную последовательность 

(б/, !?••*> положив

P(5.ib)i, (*® IV*) =  Хч (*о, Уо, 0),

(7) Лё,+11в4,I*).t 1*/. У') =  Ф»-, (*+ь */),

(8) V)i<+i (y‘+11 *‘+1> yt) =  1

Лемма 1. В принятых предположениях для =  . . . ,  п (t=
=0,1 ,- . . )

(9) Xt*+1(*<+i, У<+1, * + 1) =
п п

X • • • Ц P(oVill<+1)(+1 (*in  1 гЛ1)
,*t+i 4

и  -

1 г,= 1

JT  . . .  jj Л|+1(*1*1)/>(5<+1||*+1)41+1(*1+1|»'+1)<**1+1
i,+1=i i.=i ej<+1
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где /?i!j {zt+i) зависят от У* и удовлетворяют рекуррентным соотно­

шениям

(10) и и  =  и ‘‘ (у,., 1 Л  VI-=  1,

<11) ни, (*,„)= J Л,‘ ' (*|)р,5(|5ы , (If|ii»i, t'}dz„ flj- '(i,)=l.

Q*/

Доказательство леммы приведено в приложении.
Как будет показано далее, лемма 1 позволяет в некоторых случаях 

получить замкнутые рекуррентные алгоритмы фильтрации.

3. Кусочно-линейная задача фильтрации

Пусть последовательность (0*, £») задается для /= 0 ,1, . . .  уравнениями 

(12) 0,+1= / ( 0 ,)+ т ) * ,+ «, U t= ft(0 ,+t)+ #(0,+,)TWb

где (е*), (л*Ь /=1, 2 , —независимые последовательности независимых 
гауссовских векторов с нулевым математическим ожиданием и единичной 
ковариационной матрицей. Система (12) решается при начальных усло­
виях (0О, £о), где случайный вектор (0О, Ы  предполагается не зависящим 
от последовательностей (е<), (т]<) и имеющим гауссовскую условную 
плотность вероятности

Р»„\и (*о | Уо) = Л *,,{ тп0, Гс}

с математическим ожиданием mQ и ковариационной матрицей Г0.
Рассмотрим случай, когда /(•)< Л(*) кусочно-линейны, a F (•), #(•) 

кусочно-постоянны:
п п

<13) f ( Q ) = '£ j I Q.(Q)[ai + Afi], Л(0) =  ̂ / а .(0)[6, + В Д

1=1 i—1

/Ч0) =  £ / с .(0)/\-, # ( 0 ) = £ / о . (0 )Я ;.

Обозначим

Зададим для каждой ветви i1 последовательность (б,, £*),•*, f=0, 1--
в силу системы рекуррентных уравнений

^14) 0*+i =  + ^l»^ + F iGt+ъ Ь+i =  t+1 + В \ 4-

решаемой с начальным условием (б0,1о)»> для которого 

Рф.\1)1'(хо\У°) =  Нх.1т<>1 Го).

Известно [2], что для последовательности (б,,!,)*1

(х‘ I у*)= ЛЧ  г»(ь

где параметры т,", Г,’’ для <=1,2, . . .  удовлетворяют рекуррентным урав- 
нениям

т\ =  е Г  + У\~ХВ \  [И^Г1 \Vt ~  Ч  ~  B t / ' 1],

(15) Г} =  v t 1 -  [W f]'1

Vi =  4" -̂4 г(—1Г i_x t BiV\ Bit,

Л-1 .t-i
e\ =  dit l 4" 1 ,

решаемым с начальными условиями т 0ч= т 0, Г0,о= Г 0.
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Кроме того, для линейной системы (14) не представляет труда найти 
плотности вероятности

A f .f + 1
Р М \ и г  <*♦» I У У=  *УМ + Bi, A '  WU' >’

Лё/|ём1- 1Х,+1’ У*) =

Nxt {ц} (xt+i), y't } при det vt 0, 1 =  1 , . . . ,  п,

6 {xt — .47*(х/+1 — а{>)} при v, =  0, det А^фО, i =  1, . . . ,  п, 

где

(17) n f (*<г1) =  т ? + Г?ЛТ' [Vj!,]"1 [х,., -  е/1,],

(18) Y ^ r f - r ^ t V ^ r ^ r ? .

Таким образом в рассматриваемом случае получение с помощью лем­
мы 1 замкнутого алгоритма фильтрации сводится к отысканию замкнутого 
решения уравнения (11). Рассмотрим два частных случая задачи кусочно­
линейной фильтрации, для которых уравнение (11) удается решить точно. 

Теорема 1. Если /(•) кусочно-постоянна, т. е. в (13)

(19) А{= 0, f—1,.. ., п,

то при det i^ O , i = l , . . . ,  и, для f= l ,  2,. .. имеем

п п

(2°) Pet̂ (x,\y,) = - ^ - ^ j ^ j Ia i (xt)dt-i(j)ui-i(y,)NXi{m}':>, ГГ

' »=i j= i

где

(21) т ,’’ 1 =  aj + v}Bi (Wi + BiVjBj)_1 (yt — b{ — В{а,),

(22) T}' j =  v j-  VjBj (Wi + B ^ B *)"» B iVj,

П
(23) Dt =  ^ \ d t (i), i (yt) == Nyt {&< -f B ^j, u\ -f BiVjBf},

;»=i
П

(24) d,(i) =  £ d t-i{j)ui’ i {yi)[ Nx {m\'3, Y\})dx,
j= 1 Сi

причем рекуррентное уравнение (24) решается с начальным условием

(25) d0 (/) =  ^N x {m0, Г 0} dx, j =  1, . .  . ,  и.

При этом оптимальная в среднеквадратическом смысле оценка Л, 
компоненты 0, и ковариационная матрица ошибок фильтрации Д, вы­
числяются по формулам



где

S}'j =  jj xNx {m,‘- Г} j> dx, Q\' ' =

=  jj (x-  Л,) (x -  A ,fN x {m ij, r i  ’} dx.

Доказательство теоремы приведено в приложении.
Теорема 2. Если в уравнении для оцениваемой компоненты в* отсут­

ствуют случайные возмущения, т. е. в (12) F ( ) = 0 ,  то при d e t^^O , 
i = l , . . . ,  п для t=  1, 2 , . . .  имеем

n п

<28) ре|и '(;Г(1у,) ==‘д 'Д ]--- '£ J I  u f  NXt{m\, Г}},
* 1»,= 1

(29) Л , j r v f r ! 1.
1 =*1 i,=i t =1 4=1

где

(30) Dt = £  • • • X и*р*’ р*= S ^ {т‘ ’ г‘<} **•
»(=1 *.=1 тг‘

(31) 5/' =  [ xNx {m{, rf}  dx,

r t

(32) Q] =  С (x — Л,) (x — Л,)Т Л* {mi , Г,' } dx, 

r!‘

(33) v f  =  ий '-N,,' {bit + Bitet\ W l) , U'0‘ =  1,

л удовлетворяют уравнениям (15), в которых vt=0,

i = 1 , . . . ,  n.
При этом для каждой ветви V область Т * задается для £=0, 1 , . . .  ре- 

куррентно:

(34) тЬ = Q<0, t Ci =  t i l l  П Qiw ,

где Lt+11* есть образ области 77f, заданный отображением

<£ 
i+1-(35) а; =  ait + A jtf, х' , х е  Ь*

Доказательство теоремы приведено в приложении.
Замечание 1. Формулы фильтрации (28) —(35) существенно упроща­

ются в случае, когда Q <, i= l ,  . . . , и  не зависят от £, /(0) =0 и, следова­
тельно, в (13) А{=Е, at= 0, t = l , . . . ,  л. В этом случае в силу (34), (35)

(36) 7T=Q io ПЙ,1П ...П Й <|.

Но области Qj , . . . ,  Qn попарно не пересекаются. Поэтому из (36) сле­
дует

А _  f при io =  ii =  . . .  =  it =  ** 

f 1 ф в противном случае.

Соответственно в формулах (28), (29) многократные суммы по индек­
сам i0, .. •, U переходят в суммы по одному индексу i.
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Замечание 2. Приведем еще один случай, когда формулы (28) —(35) 
имеют существенно более простой вид. Пусть Q{, i*=l , . . . ,  п не зависят 
от t и в (13)

I 0(1) 1 | а?>
0 =

I0(2) Г  — В Л(2) Ai =
А?'" А?'г) 

А?'" А ™

где векторы 0а\ 0(2>, а£\ а(»2) и матрицы А\1,2\ А{*'1), Л(?'2) имеют раз­

мерность соответственно ки кг, к2, ktXkly кхХкг, к2Хки к2Хк2 (Л|+/г2=
=/с), причем

в?} =  0, Л?Д) =  .Е, Л?,8) =  0, Л?,г) =  £ .

При этих условиях в (13) области Q„ i= l ,  . . . , л  имеют следующую 
структуру:

e e E Q i ^ e ^ e Q i 1’, е(2)е й (.я ),

где Q /1' — область Ек„ Q,(I) совпадает со всем £\г, 44 — . тогда п только
тогда, когда .. .».

Из (34), (35) для рассматриваемого случая следует, что

(37) е е  т\ ^  {0(о е  П П • • • П о?/, в(2) е= £*,}•

Но Qi1}, . . . ,  Q̂ 1} попарно не пересекаются. Поэтому из (37) следует, 

что область 7Y’1 непуста тогда и только тогда, когда г0=*1 =  . ..=**=*, прп 
этом

е<2> е  E ,t}.

Соответственно в формулах (28), (29) многократные суммы по индек­
сам io , . . . , i { переходят в суммы по одному индексу i.

4. Обсуждение результатов

Таким образом, показано, что представление известного рекурсивного 
байесовского соотношения (3) в виде (9) —(11) позволяет в некоторых 
■случаях получать замкнутые рекуррентные алгоритмы фильтрации.

В случае кусочно-линейной системы при отсутствии возмущений 
в уравнении для оцениваемой компоненты формулы для апостериорной 
плотности вероятности и оптимального в среднеквадратическом смысле 
фильтра представляют собой суммы по ветвям it = (i0, . . . ,  i*), 2=0, 1 , . . . ,  
количество которых увеличивается с ростом t. Однако, как следует из тео­
ремы 1 и замечаний 1, 2 к теореме 2, существует ряд случаев, когда ука­
занный эффект «ветвления» формул фильтрации отсутствует.

Проблемы, связанные с практической реализацией полученных резуль­
татов, обусловлены необходимостью алгоритмизации вычисления инте­
гралов типа (30) —(32) от многомерной гауссовской плотности вероятно­
сти по области евклидового пространства, а также организации пересчета 
лараметров, определяющих области ТУ*.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Приведем известное тождество [1]

(П.1) pen, i(x\y,z)Plw(z \y)=Peii(x\y)pi\Q.i(z\x,y),

где случайные векторы 0, £ имеют совместную плотность распределения
/>е,б, У, z).

Доказательство леммы 1. Воспользуемся методом математической индукции. 
При £=0 в силу (6)-(8) и тождества (П.1) получаем

<П.2) Ч\-(*ь х0) Xi,(* о, Уо, 0) =  (*i I Уо) Р( Ш  Vo),

<П.З) Ф., ( *  I *0 Р(5)11. , . I Уо) =  I Уо) Р( Ш ^ ,  (*i I У1)-
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Обозначим

(П.4) *;•<**>= $ Р(5>Ге Г)1(х0|х„у0)^„.

С учетом (П.2), (П.З) в обозначений (П.4) нетрудно убедиться, что соотношение 
(5) при *=0 действительно имеет вид (9).

Пусть для некоторого произвольного t функция удовлетворяет со­

отношениям (9) — (11). Найдем (х,+i,y l+l, l  +1) с помощью (5), подставив в него 

выражение для функции Xit{xuy*,t) вида (9). В силу (7), (8) и тождества (П.1) 

получаем

(П.5) * . (*<+1, *,) Р(- | У') =  Р(ё(1, r v  (*,*i I V1) ^ - , 5, . ^ ) , ,  х

х  (*, I */+1, у*).

(П.6) Ц Ч1 (*+1, *<+1) Р(§<+1, Г)<<(*,+11V') =  P{lui I »'> '<8,+1,1" V ,X

X (*f+11 **+1>-

С учетом (П.5), (П.6) и обозначений (10), (11) убеждаемся, что вычисленная в 
силу (5) функция действительно имеет вид (9).

Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Из (15) следует, что при выполнении условия (19) 

параметры

то}' =  '<-1, r f  =  Г V  ’'-1,

вычисленные для ветви i*, зависят лишь от последней пары индексов (/f_ i , i t) и 
удовлетворяют уравнениям (21), (22).

При Л ,=0, { = 1 , . . . , п с  учетом (15) получаем

(П 7) P<S,+ilI\i+i (У‘+11 *,) =  <6‘‘+i + Bi^ a'r  +

а из (16)-(18) находим

(П‘8) Ч  I'euiЛ% (i' yi) =  N*t {w«*r ,<"1’ Г‘ ‘’

Подставляя (П.7) в (10) и используя обозначения (23), получаем 

(П.9) u f £  =  u f u M ’ *« (yt+1), £/<•=!.

Подставляя выражение (П.8) в уравнение (11), нетрудно убедиться, что в дан­
ном случае Нг*г~'(хг) не зависит от и удовлетворяет рекуррентному уравнению

(П. 10) Jtf+1 = Я}1' 1 5 Nx {ml*' Н  г)<’ *«-»> dx, Дд-1 = 1.

Обозначим

(П .11) <*,(<,) =  j p  . . - £ ( / ?  R f ' 1 J

Н-!=1 ».=1 Qi(

С помощью (П.9), (П.10) можно убедиться, что dt(it) удовлетворяет рекуррент- 
ному соотношению (24).

Запишем (9) с учетом (П.9), (П. 10) и обозначения (П.11) в виде

,*+1 t _L -n — *1 1
‘/+1'

41 J "uvdt+l(lt +
4+1=1

Переобозначая индексы it, it+1 соответственно как /, i, убеждаемся с учетом 
(4) и (23) в справедливости (20).
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Формулы (26). (27) для А*, Д, нетрудно получить, вычисляя непосредственно 
моменты условной плотности вероятности (20).

Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2. Решим уравнение (11). Подстановка выражения (16) 

для случая г,—0, de t^ i^O , /=1, . . . ,гс в (11) приводит к рекуррентному уравнению

(П. 12) ^<1 (xt+1)5=5 R't (xt*i (xt+1t

решаемому с начальным условием Ло, ‘(^о) =  1.
Докажем, что решение уравнения (П.12) имеет вид

<П.13) я]*-1 (х) =  / .(_J (г),

ч

где множество задано соотношениями (34), (35).
Воспользуемся методом математической индукции. Для /=0  из (П. 12) получаем

Л1̂ (х1)=/0̂ {Ль-1(х1-а<в)}.

Но в силу (34), (35) условие эквивалентно условию /4,с-1 (х-а*0) e Q 1(.
Тем самым для /=0  утверждение (П.13) имеет место.

Пусть для некоторого произвольного t имеет место (П.13). Подставляя (П.13) в 
(П.12), находим

=  {-4-;(x(n - a it)}.

откуда в силу (34) и определения области Lt.и *’! следует

~ I  {i
L̂ i

что и завершает доказательство утверждения (П.13).
Формула (28) для (it | у1) следует из соотношения (4) при подстановке в 

него функции Хи(хь у*, t), заданной формулой (9), с учетом (П.13) и обозначе­
ний (30).

Выражения (29) для А*. Д* нетрудно получить, вычисляя непосредственно мо­
менты условной плотности вероятности (28) с учетом обозначений (31). (32). 

Теорема доказана.
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RECURRENT FILTERING ALGORITHMS FOR SOME SYSTEMS WITH 

NONLINEARITIES OF THE PIECEWISE-L1NEAR TYPE

KOLESSA A. Ye.

A partly observable multidimensional sequence (0/, \t), t=0, 1 , . . . ,  is described 

by recurrent equations where the unobservable component 0* varies in a piecewise li­

near way and the additive disturbances are of the white noise type. When the equation 

of the unobservable component does not contain random disturbances, the filtering 

problem is accurately solved by closed recurrent equations for the a posteriori proba­

bility density and for a mean square-optimal filter.
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